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摘要 以平 面 区城 内偏徽分方程 定解 问题的 离散代 数方程组 为玉础
,

给 出 了由 平 面 区域 内任意分

布点上 的值 求整个区域中位的 一种新 插值方法— 毅值 徽分擂值
.

该 方法 可 直接推广到 一 维 和 高

维空间的区域中
,

有较广 的应 用 背景
.

关键词 数值微分插值 数值调和插值 微分方程定解问题 M 一阵

概念
、

结果及应用

实际中经常遇到这样的问题
:

已知某参数 f 在 N 维空间的某个区域 n 中 K 个点上的值
,

需据此求 f 在整个区域 n 中的值
,

有时还知道 f 是 几 内某个微分方程定解问题 P 的解
。

对于这

类问题
,

当 N 一 1 时
,

己有各种插值方法
。

对于给定的具体问题从中选择一种较合适的并不难
。

当 N 一 2 时
,

大多数插值方法要求 已知点的分布要呈矩形网格
,

也有对己知点的分布不作任何

要求的
,

如曲面样条 函数
〔`

,
2 〕
或

` 3 〕
中基于距离权的最小平方法所决定的插值方法

,

但都只有有

限的应用背景
。

当 N ) 3 且 已知点分布又不规则时
,

就作者所知
,

尚无有关插值方法的报道
。

本

文给 出的插值方法对空间维数 N 和 己知点的分布都无任何限制
。

只是为了叙述方便简洁起

见
,

以下我们只讨论 N 一 2 的情形
,

由之所得 的结论在 N 一 1 或 N ) 3 时仍成立
。

定义 1 设 f ( x ,

y ) 为平面区域 。 上的未知函数
,

它在点 ( x , ,
y q

) 呀再 上的值 f q 一 f ( x q ,
y q )为

已知
,

q = 1
,

…
,

K
.

又设

,

孰
a : l u 』

一 r l ,

`一 1
,

2
,

…
, n

.

是将某个在区域 n 上关于未知函数
u 的偏微分方程的定解问题 P

( l )

离散后得到的共有
n

个离散剖分节点的代数方程组
,

其第
; 个方程刚好表示第 i 个剖分节点及其周 围各节点上未知

函数值所满足的关系
, u ,

是朱知 函数
u 在第 i 个剖分节点上的值 ( i一 1

,

2
,

…
, n )

,

石一 ( u , ,

…
,

u n

)
’ .

ia J 、 r .

可能与 石有关
,

这要看定解问题 P 是否是线性的
。

假设 x(
, ,

y
q
)刚好是第

1。

个离散剖

分节点 ( q ~ 1
,

…
,

K )
,

分别用等式
u 与一 f

, ,

q 一 1
,

…
,

K
·

来代替方程组 ( l) 中的第 J ,
,
] 2

,

…
,

J
K

个方程后
,

得到新方程组

( 2 )

,

蓦
a : 】u 】

一 r : ,

`任 {`
,

一
n }\ ( j

, ,

一 j
K
,

,

u 、 = f
, ,

q { 1
,

2
,

…
,

K }
.

( 3 )



设方程组 ( 3 )存在唯一解石
`

一 (u
,

’ , t 1 2 ’ ,

…
, u n ’

)
! ,

则我们称 石
’

是未知函数 f 就 已知值 礼

一 f ( x , ,
y q

) (q 一 1
,

…
,

K )关于偏微分方程的定解问题 P 的一个数值微分插值
。

定义 1 中的定解问题 P 只要有解存在
,

对之无其它限制
,

它可以是任何线性或非性线微分

方程的定解问题
。

这将使数值微分插值的概念具有较广泛的意义
。

自然会问

1
.

方程组 ( l) 存在唯一解时方程组 ( 3) 是否存在唯一解

2
.

假设 P 适定
,

f 又是 P 的解
,

则 P 的数值解 ( 即方程组 ( l) 的解 )与相应的数值微分插值

结果 (即方程组 ( 3) 的解 )有何关系
。

由于定解 问题 P 的广泛性
,

要对上述问题作出统一的回答是很难的
。

在一些有实际应用

背景的假设条件下
,

下面的定理 1和定理 2 回答了上述问题
。

定理 1 当方程组 ( l) 的系数阵是对角 占优的 M 一 阵 〔4 ,时
,

方程组 ( 3) 必存在唯一解
。

由〔`
,

5
·
6

,

7 〕
易知

,

二阶椭圆和抛物问题的离散方程组的系数矩阵一般都是对角 占优的 M 一

阵
,

因此定理 1 具有一定的应用背景
。

定理 2 设定解问题 P 适定
,

f 是定解问题 P 的解
,

其数值解在最大剖分步长 S~ 一。 时按

L 氏模收敛到 f
。

又假设当 S~ ~ o 时
,

( 3) 的系数阵 B 的逆阵存在且有界
。

则当 S~ ~ 0 时
,

( 1)

的解和 ( 3) 的解趋于相等
。

在定理 2 中
,

B 一
’

有界这一条件难于直接验证
。

但当 ( 1) 的系数阵 A 是对角占优的 M 一阵

时
,

由后面的引理 1 易知 ( 3) 系数阵 B 也是对角占优的 M 一阵
,

且有

}I B
一 `

11
二镇 m a x ( l

,

lt A
一 `

}I _ } ( 4 )

而对于椭 圆和抛物型偏微分方程的定解 问题的离散化方程组来说
,

A 一 `
的有界性蕴含于

剖分的正则性
、

定解问题 P 本身的适定性及其数值解的收敛性之中
,

因此定理 2 至少有与定理

1一样广泛的应用背景
。

这里剖分的正则性是指当 mS 。 , 。时
,

每次剖分的最大和最小步长之

比有上界
。

定义 2 当定义 1 中的定解问题 P 是调和方程第二边值问题旧时
,

我们把未知函数 f 就 已

知值 f
q
一 f x(

, ,
y q

) ( q 一 l,, 一 K )关于 P的数值微分插值称为 f就已知值 f
,
一 f ( x , ,

y q
) ( q 一 l, 一

K )的一个数值调和插值
。

关于数值调和插值
,

我们有如下的

定理 3 设定解问题 P 是调和方程第二边值问题
,

n 为连通区域
,

则方程组 ( l) 的全体解

为 c ( 1
,

…
,

l)
!

( c 为任意实数 )
,

而 ( 3) 存在唯一解 石一 ( u ; · ,

…
, u n ·

)
,

满足

币丈
u : ·

镇 M
,

i一 l
,

2
,

…
, : 1

.

( 5 )

这里 M垒 m a x { f
: ,

…
,

f
K
)

,

m垒 m i n {f
l ,

…
,

f
K

}
.

又设对 P 的离散方法用的是三角形线性插值有限元法即
,

定义函数类 W叠 (u
:

U 是 瓦 上

的连续 函数
,

在每个三解形剖分单元上是 ( x ,

y )的线性函数
,

U ( x 。 ,

y
q
) ~ f

, ,

q 一 1
,

…
,

K }
,

U
’

任

w 在第 i 个剖分节点上取值夯
u : ’

i( 一 1
,

一
, n )

,

则有

J ( U
’

) = m i : 、 J ( U )
,

( 6 )
U 〔 W

这里

J ( u ) 一 、工
m g二d u m

Z
d · d y

,

、 7 )

其中 T 为三解形剖分单元
,

艺 表示对全体三角形剖分单元求和
,
g ar dU 是 U 关于 x(

,
y ) 的

T

梯度
,

( 6)
、

( 7 )式说明由石
’

导出的 瓦上分块线性的连续函数 u
` ,

在满足 u
’

( x 。 ,

y
。
) 一 f ( x q ,

y
q
)

q( 一 1
,

…
,

K )的条件下
,

表示其函数值变化大小的梯度的 L Z

模在函数类 W 中的最小的
。
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注 l 上述数值微分插值的结果
,

当剖分节点总数
n 和已知点总数 K 相差不多时 (假设总

有 n妻 K )
,

就较强烈地依赖于对区域 n 的离散剖分方式
,

而受定解问题 P 的影响较小
。

特别当

n 一 K 时
,

数值微分插值的结果就 只取决于 ( x , ,

y
q
)

。

f
,

q( 一 1
,

…
,

K )和对 瓦的剖分方式
,

而与定

解问题 P 毫无关系
。

因此
,

若要使数值微分插值的结果受到定解问题 P 的足够影响
,

须使剖分

节点总数
n 比已知点总数 K 大的多

,

让 K 个 已知点
“

淹没
”

在众多的剖分节点中才行
。

注 2 当剖分步长的最大值 S~ ~ 。 时
,

上述数值微分插值方程组 ( 3) 所对应的形式 上的

极限定解问题 P
’

是有别于原定解问题 P 的
,

且 P
’

在一般情况下都不适定
。

例如设 P 是区域 n

上的调和方程第一边值问题

( x ,

y ) 任 n
,

甲

孤 和 甲满足一定条件下使 ( 8) 存在唯一解
,

则 P
’

为

( 8 )

并假设

{△ f = o
,

( x ,

y ) 任 n
,

\ { ( x 。 ,
y

。

)
:

q 一 1
,

…
,

K } ;

( a n
:
f = ? ; f ( x , ,

y
q
) = f ,

,

q = l
,

…
,

K
·

假设 ( 9) 存在解 f
,

则由奇点可去定理
〔幻易知 f 在 ( x , ,

y
q
)的邻域中调和 q( 一

知 f 满足 ( 8 )
,

但 ( 8) 的解存在唯一
,

设为 r
,

则由 ( 9) 式知有

了( x , ,
y ,

) = f
, ,

q = l
,

…
,

K
.

( 9 )

,

…
,

K )
,

从而

( 1 0 )

这说明若 ( 1 0) 至少对某一个 q l( ( q簇 K )不成立
,

则定解问题 ( 9) 就没有解
.

因此
,

由方程组 ( 3) 给 出的插值结果
,

是基于微分方程数值解的插值
,

故称之为数值微分插

值
。

虽然它所对应的形式上的极限问题不一定适定
,

但是数值微分插值本身却在数值近似计算

中有着广泛的实际应用背景
。

用途之一
:

用于微分方程反问题 的数值求解
。

设 f 是定解问题 P 的解
,

f 在区域 孤 内某些

点 ( x
, ,

y
q
)上的值 f

,
( q 一 1

,

…
,

K ) 己知
。

定解问题 P 中有未知的分布参数 入x(
,

y )需要确定
。

对

试取的分布参数
,

可求出相应的定解问题 P 的数值解 S 和 f 就 已知值 f
q
( q 一 1

,

…
,

K )关于定解

问题 P 的数值微分插值 S
’ 。

然后通过 比较 S 和 S
’ ,

可以判断 入的试取值是否合理
。

若 S 和 S
`

相差很小
,

则说明 入取值已合理
。

否则
,

对 入还须作进一步调整
,

直至 S 和 S
’

相差很小为止
。

定

理 1 和定理 2 说明对一般二阶椭圆和抛物问题的逆问题可用这种方法
。

用途之二
:

当某参数 f 在区域 石 内某些点上的值 已知
,

但对 f 的变化规律知之甚少时
,

可

利用数值调和插值来估计 f 在整个 瓦 中的值
。

这种估计虽较粗略
,

但定理 3 说明它在某种意义

下还是合理的
。

这是因为当对参数 f 的变化规律知之甚少时
,

对利用若干离散点上的 已知值求

整个区域 石中值的插值方法
,

一般都要求

i) 值域不变
。

即插值结果应在 m 和 M 之问
,

m 和 M 如定理 3 所述
。

ii) 插值结果在满足已知点处的插值值就是已知值的条件下
,

其变化尽量平缓
。

而定理 3 说

明数值调和插值正好具有上述两条性质
。

在对盐湖地下 卤水动态规律的数值模拟 (主要是根据地下卤水水位的长观资料反求或修

正含有 卤水的盐层的水文地质参数 )过程 中
,

我们综合运用上述两种数值微分插值方法
,

较方

便准确地反求和修正了近 l o ok m Z

内的盐滩 区域中 3 12 个剖分节点上盐层的渗透 系数
,

为该

地区地下 卤水水量的中远期预测评估获取了重要数据
。

①

① 中科院青海盐湖研究所
,

对察尔汗盐湖首采区地下晶间卤水动态变化规津的数学模拟研究报告
.

第一部分
,

数学模
型及水文地质参数的确定

.

内部资料
,

19 94
.
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定理的证明

引理 1 设实阵 E一 (ei
J
)~ 是 n

阶对角占优的 M 一阵
。

E (i
l ,

…
,

i k )是由 E 的第 i , ,

…
,

i k 行

和第
1 : ,

…
,

i k 列的交叉点上的元素构成的 K 阶主子阵
,

1镇 i ,

< 12 < … < ik ( n
.

则 E i(
, ,

…
,

i k )也

是对角 占优的 M 一 阵
,

且有

}} 〔E ( 1
1 ,

…
,

i k ) 〕一
`

日
二镇 }I E

一 ,

}}
二

.

( 1 1 )

证 显然
,

E i(
, ,

…
,

i k )是对角占优阵
。

下证它是 M 一阵
,

作
n
阶矩阵 G

,

其 i(
,

j) 元素 ig J

为

当 i = j 或 i
,
j 任 {i

, ,

12
,

…
,

ik }
,

其余
,

( 1 2 )
,,ieO

口才..了t、 ..,、

一一ig

则 易见 G 是 M 一阵当且仅当 E i(
1 ,

…
,

ik )是 M 一阵
。

下证 G 是 M 一阵
。

记 D 是由 E 的对角元

构成的对角阵
,

E
’

= I 一 D 一 ` E
,

G
`

= I 一 D 一 `
G

, e :

r和 g `分别为 E
’

和 G
’

的 ( i
,

j ) 元素 ( i
,

j = l
,

2
,

…
, n )

。

因 E 是 M 一阵
,

由
〔` 〕的 6

.

2
.

1 2 知有 p ( E
’

) < z
,

这里 p ( E
’

)表示 E
`

的谱半径
。

由 E

是 M 一阵以及 ( 1 2) 式易见有

) 0
, e ,

{妻 O
,

g
:

了毛 e l

{

1 , 〕一 1
,

…
,

.n ( 1 3 )

怪,
赞,

匕口只I
J
.

、 es
.

`

由 ( 2 3 )和 〔` 二的 6
.

2
.

1 2 知有 尸( G
’

)镇 p ( E
`

)
.

从而 p ( G
’

) < z
,

再 由以 ,的 6
.

2
.

1 1 即知 G 是

M 一阵
.

利用 N e u m a n n 引理
〔̀ ,

P Z , 〕
易知有

G 一 `
= D 一 ’

艺 G
’ k ,

E 一 ’
= D

一 l
艺 E

` k

k二 o k = 0

( 1 4 )

由 ( 1 3 )
、

( 14 )式以及 }! 〔E ( 11
,

…
,

i k ) 〕一 `

}}
二 ( 1} G

一 `

}}
二 即可知 ( 1 1 )式

.

定理 1 的证明
:

因 ( 3) 的系数阵的行列式等于 ( 1) 的系数阵的某个主子阵的行列式
,

故 由引

理 1 知 ( 3) 的系数阵非异
,

从而 ( 3) 存在唯一解
。

定理 2 的证明
:

只须简单验证即可
。

定理 3 的证明
:

设方程组 ( 1) 的连通区域 n 上调和方程第二边值问题的离散化方程组
,

则

显然有
r :

= 0
,

( i = 1
,

…
, n )

.

( 1 5 )

又无妨设 ia
,

) 0(
,
一 1

,

…
,

n)
.

则应成立

( 1 6 )
、 a ,1

> O
, a . ,

簇 0 ( 1半 J )
, , ,

j = 1
,

…
, n

·

否则所用的离散化方法被认为是不合理的
〔5

,

6
·
7〕 。

由 n 的连通性易知 ( l) 的系数阵 A 不可

约
。

由 ( 1 5 )
、

( 1 6 )知 石一 c (l
,

…
,

l)
’

是 ( 1 )的解 (这与任一常数 c 是原定解问题的解这一事实相

符 )
。

注意到 A 的任一 n 一 1 阶主子阵不可约
、

对角占优
、

且只少有一行严格对角 占优
,

故其
n 一

1 阶主子阵是 M 一阵
〔` ,

6 2 ` , 〕 ,

因此 A 的秩为
n 一 1

,

从而 C ( 1
,

…
,

l)
’
( C 为任意实数 )是 ( l) 的全

体解
。

由于 ( 3) 的系数阵 B 的行列式等于 A 的某个阶数不超过
n 一 1 的主子阵的行列式

,

故由
A 的 n 一 1 阶主子阵是 M 一阵和引理 1 易知 B 也是 M 一阵

,

故 ( 3) 存在唯一解 矛
,

且 B 一 `
的元

素非负
。

另一方面 由 ( 3 )
、

( 1 5 )
、

( 2 6 )知向量 孟垒 B ( M ( l
,

…
,

l )
,

一石
·

)的第 i 个分量 ( i一 l
,

…
, n )

当 i 为某个 j
q

(q 一 1
,

…
,

K )时为 M 一 f q

) 0
,

当 i 为 其它值时均为 。
,

即 丈的各分量非负
。

因此向

量 M ( 1
,

… l )
!

一石一
B 一叹的各分量也非负

,

即有 u : 毛 M
,

i一 l
,

…
, n

.

同理可证 u l ·

) m
,

i一 z
,

…
, n

.

故 ( 5 )成立
.

5 8



当 ( )l 是将调和方程第二边值问题用 Ri t : 有限元法离散后得到的方程组时
,

由熟知的变

分原理 〔 5 , 以及 ( 3) 知 ( 6 )
、

( 7) 式 成立
。

又因在所设定 的有 限元素之下
,

用其 它离散方法 ( 如

G al e r ik n 法或元体平衡法等 )所得到的离散方程组都与 iR t z 法的等效
〔 5〕 ,

故 ( 6 )
、

( 7) 式成立
。
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